EQUATION DE LA CHALEUR [2]

II.B Equation de la chaleur

Soit f € C*([0,7],R) telle que f(0) = f(m) = 0. Notons K 'ensemble des éléments
L. [OrxR, — R
' (x,t) —  u(z,t)
de C ([0,7] x R,) qui vérifient :
(1) Oyu et Oyu existent et sont continues sur [0, 7] x R%,
(2) 0%,u existe et est continue sur [0, 7] x R¥,
(3) pour tout réel t = 0,u(0,t) = u(rw,t) =0,
(4) pour tout (z,t) € [0,7] x R%, dyu(x,t) = 0% u(z,t);
(5) Pour tout x € [0, 7], u(x,0) = f(x).

Alors Ky est un singleton.

Dans ce développement il est important de commencer par modéliser le probléme que I'on essaie de
résoudre. Ici on se donne une barre de longueur 7 et on met un thermostat a chaque extrémité de la barre
(par exemple des poches de glaces). On s’intéresse & I’évolution de la température en fonction du temps
et de la position sur la barre lorsqu’on se donne la température en tout point & 'instant initial. On va
voir ici qu’il existe une solution, qu’elle s’exprime comme une série de Fourier et que cette solution est
unique.

Démonstration.
Existence

Meéthode de séparation des variables

Soit u : (x,t) — X(z)T(t) une application non identiquement nulle o X € C?([0,7],R) et T €
C! (R4, R). Alors u est continue et vérifie (1) et (2).
Supposons que u vérifie aussi (3) et (4).

Alors comme u # 0, on peut trouver (xg, %) €]0, 7[ xR, tel que u (zg,to) # 0 et par continuité de u,
on peut méme imposer to > 0. (En particulier X (zg) # 0 et T (to) # 0).
Mais alors :
X (w0)T"(to) = X" (20)T (to)
T/ (t()) X// (:L'())

On pose alors k = — = .
P T (to) X (o)

Comme 1'équation
X(2)T'(t) = X" (x)T(t)

est vérifiée pour tout z et tout ¢, on a en particulier X” = —kX et T’ = —kT. On commence par résoudre
ces équations simplifiées.

Supposons k£ <0
Alors il existe (A4, B), non tous deux nuls, tels que :

X(z) = AeV=Fe 4 Be~Vke
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D’apreés 1 ndition: x bords im nt alor: A € ker 1 1 r cett
apreés les co ons aux bords imposent alors | 5 e exp(vV—kT)  exp(—v/—Fer) or cette
matrice est inversible. C’est donc absurde car v # 0, donc k = 0

Supposons k£ =0

Alors X (z) = Az + B et les conditions aux bords imposent alors A = B = 0.

Donc £ >0
et il existe donc (4, B) € R?, non nul, tel que

X(z) = Acos(vVkz) + Bsin(vVkz)

Les conditions aux bords donnent alors : A = 0 et sin(v/k7) = 0. Donc il existe n € N* tel que vk = n

et donc X (z) = Bsin(nx), et T(t) = Ce~""t puis, il existe un réel K € R*, et n e N* tel que :
— K 2
u(z,t) = K sin(nz) exp (—n’t)

pour tout couple (z,t) € [0,7] x R* et méme, par continuité de u, pour tout (z,t) € [0, 7] x R,.

Réciproquement, on vérifie qu’une telle fonction vérifie bien les points (1), (2), (3) et (4). Désormais,
pour tout n € N* nous noterons :

un(z,t) = sin(nz) exp (—n’t)

Superposition des solutions

On prolonge la fonction f par 2m-périodicité et imparité sur R. On note f ce prolongement. On a
donc feC®nCl, et on note by, (f) les coefficients de Fourier réels de f. }
La série Y _. by (f)u, converge normalement donc simplement sur [0, 7] x R,.. En effet, comme f est

continue et C! par morceaux, f est limite uniforme de sa série de Fourier et on a donc (bn( f )) est
neN*

n=>1

sommable, or pour tout n > 1 :

bn(f)“n

bu ()|

On note S la somme de la série.

La convergence normale (donc uniforme) de la série et la continuité des u,, nous assurent donc la conti-
nuité de S sur [0, 7] x R.

On a immédiatement pour tout t € R, on a : S(0,t) = S(m,t) = 0. Donc la fonction S vérifie (3).
Montrons que S vérifie aussi (1) et (2).

Par analogie des méthodes, on traite I'existence et la continuité, par exemple de 0,5 :
Soit € € R*. Pour tout z € [0, 7], tout ¢ € [g, +o0[, et tout entier n > 1, uy,(x,-) est C* et :

20 (bn(Frun) (1) < bu(f))

b(f)|n2e—“: 0 (

n—+a0

donc, comme la série Y] ’ n( f)’ converge, la série >, -, by ( f)éstun (x,-) converge normalement sur

le, +[], pour tout = € [0,7]. Mais € étant quelconque, S est donc dérivable selon ¢ sur [0, 7] x R%, et
0tS est obtenue en dérivant terme & terme dans la série.
De plus, by, (f)0suy, est continue sur [0, 7] x R¥ et la majoration

2 (ba(Pun(a, )| < [bu(F)Inee

est indépendante de et de ¢, donc by, (f)dsu, converge normalement sur [0,7] x [, +o0[. Donc ;5
est continue sur [0, 7] x R%.
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On montre de méme que 0,5 et 6225 existent et sont continues et se calculent par dérivation terme
a terme.

La linéarité de 1’équation de la chaleur assure que S vérifie (4).

Enfin, pour tout = € [0,7], S(z,0) = 37 bn(f)sin(nz) est la somme de la série de Fourier de f

c’est donc f puisque f € CY N CL,. Cest-a-dire que S vérifie (5).
Au final, S € Ky.

Unicité

Soient u; et up des éléments de K. Posons u = u; — ua. Alors u € K.
vy

On définit sur R, la fonction H : ¢t — J u?(z,t)dz.

0
Comme u est continue sur [0, 7] x Ry, H lest aussi sur R;. De plus l'existence et la continuité de
dru sur [0, 7] x R¥ assurent que H est C' sur R¥ et que pour tout ¢t € R¥ :
T

H'(t) = Lﬂ 20pu(z, t)u(z, t)de = L 20%u(x, t)u(x, t)ds

Par IPP et conditions aux bords, on a :

T

[2u(z, t)0pu(z, 1)]] — 2 f (Opu(z,t)? da

0

H'(t)

— 2| (@l do <0
0

Donc H est a la fois décroissante et positive sur R, , et, H(0) = 0 par (5). Donc H est identiquement
nulle, et comme u? est positive continue, u; = us. |

De plus, on a une formule explicite pour la solution de I’équation de la chaleur :

[O,ﬂ'] X R+ - R
4+
(z,t) — 2 b (f) sin(nx)e_”2t
n=1
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